
Oplossingen

1 Priemkwartet

Wegens de unieke ontbinding in priemfactoren zijn twee van de vier gegeven priemge-
tallen alvast gelijk aan 2 en 5. De andere twee (noem deze p en q) voldoen dan aan
pq = p + q + 2 + 5 of, vereenvoudigd, (p − 1)(q − 1) = 8. Dus is {p − 1, q − 1} ∈
{{1, 8}, {2, 4}}, m.a.w. {p, q} ∈ {{2, 9}, {3, 5}}. Negen is geen priemgetal, zodat de vier
gezochte getallen gelijk zijn aan 2,3 5 en nog eens 5. Hun som is gelijk aan 15.

2 Pi-ttige determinant

Merk eerst op dat we A = πB kunnen stellen en het probleem zo herleiden naar een
matrix B = (bij)16i,j63 met elementen uit {0, 1}. Ontwikkelen naar de eerste rij geeft

det(B) = b11

∣∣∣∣b22 b23
b32 b33

∣∣∣∣− b12 ∣∣∣∣b21 b23
b31 b33

∣∣∣∣+ b13

∣∣∣∣b21 b22
b31 b32

∣∣∣∣ .
Elke dergelijke 2 × 2-determinant is een getal uit {−1, 0, 1}. A priori is det(B) dus
hoogstens gelijk aan 3. Mocht echter det(B) = 3, dan zou b11 = b12 = b13 = 1, en
analoog (door det(B) te ontwikkelen naar de tweede rij) b21 = b22 = b23 = 1. B
heeft dus twee identieke rijen, waardoor de determinant gelijk moet zijn aan nul, een
strijdigheid. Het geval det(B) = 2 is wel mogelijk, en wordt bijvoorbeeld gegeven door
de matrix

B =

0 1 1
1 0 1
1 1 0

 .

De maximale waarde van det(A) is dus 2π3.

3 Permutatieconstellatie

De zes permutaties van (1, 2, 3) liggen in het vlak α : x+y+ z = 6. Bovendien liggen ze
allemaal op afstand

√
2 van het punt (2, 2, 2) en zijn ze onderling even ver verwijderd

(zie figuur).
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α

(1, 3, 2)

(1, 2, 3)(2, 1, 3)

(3, 1, 2)

(3, 2, 1) (2, 3, 1)

(2, 2, 2)

De punten vormen dus een regelmatige zeshoek H ∈ α met zijde
√

2. Men verifieert

dat de oppervlakte van een regelmatige zeshoek met zijde z gelijk is aan 3
√
3

2 z2. De

oppervlakte van H bedraagt dus A = 3
√

3. Het convex omhulsel van P is nu gelijk aan
een piramide met grondvlak H en top (0, 0, 0). De hoogte van die piramide bedraagt
h = 2

√
3, de afstand tussen de oorsprong en diens orthogonale projectie op α, zijnde het

punt (2, 2, 2) (want (2, 2, 2) is een normaalvector voor α). Het volume van de piramide
kan men tenslotte berekenen als V = 1

3Ah = 6.

4 Complimentjes aan de orde

(a) Stel dat U(x, y) = {1} =⇒ x′ 6 y.

We tonen eerst aan dat x 6 y =⇒ y′ 6 x′. Inderdaad, stel dat x 6 y. Dan geldt

z ∈ U(y, x′)

=⇒ y 6 z en x′ 6 z

=⇒ x 6 z en x′ 6 z (x 6 y)

=⇒ z ∈ U(x, x′) = {1}

zodat U(y, x′) = {1} en dus y′ 6 x′ wegens de onderstelling.
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Kies nu willekeurig x, y waarvoor L(x, y) = {0}. Dan geldt

z ∈ U(x′, y′)

=⇒ x′ 6 z en y′ 6 z

=⇒ z′ 6 x en z′ 6 y (zie hierboven)

=⇒ z′ ∈ L(x, y) = {0}
=⇒ z = 0′ = 1 (0′ ∈ U(0, 0′) = {1})

zodat U(x′, y′) = {1} en dus x = (x′)′ 6 y′ wegens de onderstelling.

De omgekeerde richting herleidt zich naar het vorige bewijs door de orde om te
keren.

(b) Stel X := {∅, {1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2, 3, 4}}. Dan is (X,⊆) een gecomplemen-
teerde poset met complement

′ : X → X : ∅ 7→ {1, 2, 3, 4}
{1} 7→ {2}
{2} 7→ {1}
{3} 7→ {4}
{4} 7→ {3}

{1, 2, 3, 4} 7→ ∅

die niet voldoet aan de voorwaarde uit (a), want U({1}, {3}) = {1, 2, 3, 4} maar
{1}′ = {2} 66 {3}.

5 Wat een jaar!

∫ 1

−1

x2020

1 + 2020x
dx =

∫ 0

−1

x2020

1 + 2020x
dx+

∫ 1

0

x2020

1 + 2020x
dx

= −
∫ 0

1

(−x)2020

1 + 2020−x
dx+

∫ 1

0

x2020

1 + 2020x
dx (substitutie x→ −x)

=

∫ 1

0

(
1

1 + 2020−x
+

1

1 + 2020x

)
x2020 dx

=

∫ 1

0
x2020 dx

=
1

2021
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6 Kamers en deuren

Definieer Γ als de graaf met als toppen en bogen de kamers resp. deuren. Merk op dat
deze graaf geen zelfbogen heeft maar mogelijks wel multibogen kan hebben (meerdere
deuren die dezelfde twee kamers verbinden). Het gegeven vertaalt zich naar

• diam(Γ) = 2

• ∀i ∈ {1, . . . , n} : di 6 n− 2

•
∑n

i=1 d
2
i = n2 − n

met di de het aantal bogen incident met i. Er wordt gevraagd om de mogelijke lengtes
k van de kortste cykel te bepalen.

Veronderstel eerst dat er geen rondgang bestaat door het hotel. Dat wil zeggen dat
Γ een boom is met diameter 2. De enige grafen met die eigenschap zijn de stergrafen,
waarin één top verbonden is met alle andere. Wegens het gegeven is dat niet het geval,
zodat een cykel wel degelijk bestaat.

Stel nu A gelijk aan de verzameling der wandelingen van lengte 2, m.a.w.

A := {(v0, e1, v1, e2, v2) | v0 ∼e1 v1 ∼e2 v2}

Voor een vaste top v1 zijn er zo d2i koppels. Sommeren over v1 geeft |A| =
∑n

i=1 d
2
i =

n2 − n. Stel B gelijk aan de verzameling der koppels van verschillende toppen, m.a.w.

B := {(v1, v2) ∈ V (Γ)2 | v1 6= v2}.

Dan is ook |B| = n2 − n. Beschouw de afbeelding

f : A→ B : (v0, e1, v1, e2, v2) 7→
{

(v0, v1) als v0 = v2
(v0, v2) als v0 6= v2

.

Omdat diam(Γ) = 2 is f een surjectieve afbeelding. Maar A en B hebben dezelfde
grootte, zodat f ook injectief is. Die krachtige eigenschap laat ons toe om te besluiten
dat er multibogen, 3-cykels noch 4-cykels kunnen voorkomen in Γ.

Een 5-cykel is wel mogelijk. De 5-cykel zelf is bijvoorbeeld een graaf die aan de voor-
waarden uit de opgave voldoet. We bewijzen ten slotte dat k = 5 de enige mogelijkheid
is. Stel namelijk dat k > 6. Kies dan twee toppen uit een k-cykel die verder liggen dan
afstand 2 (in die cykel). Tussen die twee toppen bestaat een pad van lengte 6 2, zodat
we een kleinere cykel vinden, strijdigheid.
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